Permutace a determinanty

Permutace je prosté zobrazeni mnoziny {1,2,...,n} na sebe. Nejcastéji se zapisuje tabulkou, v niz nad sebou stoji dvojice
vzor, obraz. Permutace se jakozto zobrazeni daji skladat, napf.

men=(1334D(1288)=(1 214 1)

Permutace 71 tedy zobrazuje napf. 1 na 4, 2 na 1 atd., m2(1) = 5 atd. Zobrazeni sklddame tak, jak je zvykem u funkci, kde napf
sinln(z) znamena, Ze napred pocitame logaritmus z a z vysledku pak sinus, stejné tak (w2 o m1)(1) = m2(4) = 3 atd. Permutace
tvori nekomutativni grupu vzhledem ke skldddni, v niz neutralnim prvkem je identita 7 (i) = ¢ a inverznim prvkem k 7(i) = j je
inverzni zobrazeni 771 (5) = i, které existuje diky prostoté m. Grupa permutaci n prvkl se znaéi S, a ¥ika se ji symetrickd grupa
fadu n. Plati, ze libovolna kone¢na grupa se da realizovat jako podgrupa symetrické grupy vhodného #adu.

Cyklus délky n je permutace typu 7(i1) = iz, w(i2) = i3, ... 7(in) = 41. Cykly zapisujeme téz seznamem (i1, 42, ..., i,). Cyklem
je z vyse uvedenych pouze slozend permutace w201, je mozné jej zapsat napf. jako (13425). Ostatni permutace jde alespon rozlozit
na slozeni(=souc¢in) cyklia: 71 = (142)(35). Rozklad je jednoznaény, i kdyz v jeho zapisu je mozné psat cykly v libovolném poradi
a uvnitf cyklu ¢isla cyklicky protacet. Cykly délky 1 (samodruzné prvky) se obvykle nepisi, takze w2 = (1543). Vsimnéme si, ze v
téchto rozkladech ruzné cykly pusobi na disjunktnich mnozinach ¢isel, takovym se fikd nezavislé a zjevné komutuji.

Cyklum délky 2 se iika transpozice a jelikoz (i1,42,...,in) = (i1,9%)(41,9k-1) . .. (i1,42), je mozné kazdou permutaci rozlozit
dokonce na soucin transpozic. Tento rozklad uz jednozna¢ny neni, ale minimalni pocet transpozic v rozkladu je dobfe definovan.
Dokonce plati, ze rozklady dané permutace obsahuji bud vSechny sudy pocet transpozic, nebo vSechny lichy, a déli tak permutace
na dvé vyznacné poloviny, na sudé€ a liché. Pokud vynasobime dvé sudé permutace, dostaneme zjevné zase sudou permutaci, takze
sudé permutace tvoii podgrupu A, C S,, alternujici grupu. Znaménko permutace je 1 pro sudé a -1 pro liché a da se pocitat
trojim zpusobem:

(1) zn7m = (—1)*, kde k je pocet transpozic v libovolném rozkladu.

(2) znm = (—1)P, kde p je pocet cyklu sudé délky v rozkladu na nezavislé cykly (cyklus liché délky=sudy pocet transpozic
— neprispiva)

(3) znw = Hi>j %;(7) Poctu (—1)-cek ve vyrazu vpravo se fikd pocet inverzi a znamena pocet dvojic i, j, které permutace
?prekiizi”. Napf. pro m; je 4 v inverzi s témi ¢isly ve spodnim fadku napravo od ni, ktera jsou mensi nez 4, tedy 1,2,3. 1
tedy s ni¢im (dalsim), 5 s 2,3 a 2 a 3 uz s ni¢im. Celkem 5 inverzi, tudiz lich4 permutace. Na druhé strané m; je souc¢inem
cykla délky 2 a 3, tedy jeden cykl sudé délky a tedy skutecné znm; = —1.

Determinant matice A typu (n,n) je definovan
det A = Z (zn W)alﬁ(l)agﬂ-(g) e anﬂ.(n)7
TESH
napf. pro n = 2 toto znamena
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Pro matice 3 x 3 (jinde neplati!) se t&si oblibé tzv. Sarussovo pravidlo:
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tj. po dopsani prvni a druhé fddky pod matici bereme s plusem souciny trojic podél diagondl zleva nahotfe doprava doli a s
minusem podél diagonal zprava nahote doleva doli.

Vypocet podle definice je pro vyssi n zdlouhavy, protoze suma obsahuje |S,| = n! ¢leni. Podobné jako u elementarnich Gprav
matic soustavy rovnic, které zachovavaji mnozinu feSeni, muzeme najit upravy, které zachovavaji determinant.

Vsimneéme si, ze det A = det AT. To protoze
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Dalsi pozorovéni je, ze matice se dvéma stejnymi fadky (i-ty a j-ty) ma determinant nulovy. Permutaci 7 pfifadime permutaci 7',
pro niz 7'(i) = w(j), 7'(j) = n(3) a w(k) = 7' (k) pro k # i,j. m a = se lii pouze sloZenim s transpozici (i, 7), maji tedy opaéné
znaménko. Takto mizeme sparovat vSechny permutace. Navic

alﬂ(l) e aiﬂ.(i) PN ajﬂ.(j) N an,,<n) = alﬂ./(l) e aiﬂ./(j) N aj,r/(i) e anﬂ./(n) = alﬂ./(l) S ajﬂ./(j) o aiﬂ./(i) S anﬂ./(n),
takze s¢itance piislusejici 7 a 7’ se navzajem odeétou.
Do tietice
(1) Z (Znﬂ)am(l) e Qin(i) - - - Qnp(n) + Z (Znﬂ-)alﬂ-(l) . -~a;7r(i) <o Qpr(n) = Z (Znﬂ)amu) e (ai'rr(i) + a:,"rr(i)) <o Qnr(n),
TESn TESH TESH

takze determinant matice majici jako i-ty fadek vektor a;. + aj, je roven souétu determinantii matic, které maji tamtéz a;. resp.
a}, a véude jinde jsou stejné. Z toho vyplyvé, ze determinant se nezméni, pokud k Fadku pfictu jiny fadek téze matice, pripadné
linearni kombinaci fadki. Vynasobeni fadku Cislem mé ovSem za nésledek, Ze se timtéz Cislem vynésobi i determinant. Oboji
pochopitelné plati i pro sloupce. Témito transformacemi lze matici pfevést na néjakou Jordanovu matici, jejiz determinant je
nenulovy, jen kdyz neobsahuje nulové fadky. Tehdy je to ale matice jednotkova a pro tu je v sumé definujici determinant jen jeden
nenulovy séitanec aijasz...ann, = 1.1....1=1.

Shrnuto: determinant se da pocitat pomoci Gaussovy eliminace, jen je potfeba pfi nasobeni fadku ¢islem zapocist, ze se nasobi
i determinant. Pozor, vyména dvou fadku obsahuje ndsobeni —1 a tedy méni znaménko determinantu.



Oznatéme A;; = (—1)"77 M;; tzv. algebraicky doplnek prvku a;; matice A, kde M;; je determinant matice vzniklé vyskrtnutim
i-tého fadku a j-tého sloupce.

LEMMA 1. ZZ:I aikAjk = 57;]' det A

DUKkAz. Predpoklddejme nejprve i = j, dokazujeme tedy det A = >, aixAsx. Vytknéme v definici determinatu z kazdého
scitance ten jediny prvek i-tého fadku, ktery tam je:

(2) det A = Z Aik Z zn Walﬁ(l)agﬂ-(g) .. Em(l) N anﬂ.(n),
k=1 m,mw(i)=k

kde stfiska znamen4, ze dany ¢len v soucinu chybi. Permutaci 7 1ze oblozit transpozicemi, takze pokud napt. ¢ = 5, 7(5) = 7, plati
Zn( 1 2 3 4 5 6 7 8)_(_1)5_1(_1)7_1zn( 5 1 2 3 4 6 7 8)

1 2 3 4 5 6 7 8 7T 1 2 3 4 5 6 8

nebo obecné znw = (—1)”]“ zn7’, kde ©' je permutace vznikld po vyskrtnuti i nahoie, k dole a pieéislovani zachovavajicim
pofadi. Oznacime-li M (i, k) matici A, kde je analogicky vySkrtnut i-ty fadek, k-ty sloupec a ostatni fadky a sloupce precislovany,

dostavame z (77)

det A = Z aik(—l)iJrk Z mn 7r'm177,/(1)m277,/(2) . mn_lml(n_l) = Z aik(—l)i+k det M(’i, k) = Z aikAik
k=1 B k=1 k=1

Pokud i # j, je zfejmé, ze )", aiAjr nezavisi na elementech v j-tém fadku, takze vysledek musi byt stejny i pokud do tohoto
fadku napiSeme napi. stejné prvky jako jsou v i-tém Fadku. Pak ale ), awAjr = Y, ajrAjk. To je podle vyse uvedeného rovno
determinantu, oviem matice se dvéma stejnymi fadky, tedy nule. O

Tento vysledek se oznacuje jako rozvoj determinantu podle i-tého Tadku. Podobné lze determinant rozvijet podle j-tého
sloupce. Zaroven dostavame, ze b;; = Aj;/ det A spliuje > a;;b;x = ik, takze (bi;) je inverzni matice k A. Takové vyjadreni je
velmi vyhodné tehdy, pokud potiebujeme jen jeden konkrétni element inverzni matice, ktera jako celek muze byt tfeba velka a
obtizné spocitatelna. Pozor - v definici b;; se vyskytuje Aj;, vyskrtava se tedy j-ty fadek a i-ty sloupec.

Samostatnou kapitolou je pocitani determinanti obecného fadu n. Kromé pifevodu na trojuhelnikovy tvar existuje nékolik
dalsich metod, jak se s nimi vypofadat. Nebudeme je popisovat zde, protoze jsou dostatetné dobie popsany v kapitole 8 sbirky
Pouzivame linearni algebru, kterd je dostupna na siti.

VETA 0.1. Hodnost matice A je rovna rozméru jeho nejvétsitho nenulového subdeterminantu.

DUKAZ. Beze zmény hodnosti mizeme v matici preuspotradat fadky a sloupce tak, aby v prvnich n = h(A) fadcich a sloupcich
byla baze fadkového resp. sloupcového prostoru. Pak ale dostavame v levém hornim rohu regularni podmatici fadu n, kterd ma
nenulovy determinant. Kdyby mél byt nenulovy néjaky vétsi determinant, musel by mit linearné nezavislé fadky a linedrné nezavislé
by byly i odpovidajici fadky matice A. Pak by ale hodnost musela byt vétsi nez n. O

VETA 0.2. det(AB) =det Adet B

DUKAZ. Radky matice AB jsou linedrni kombinace fadkii matice B. Podle (??) miiZzeme det AB rozlozit na linearni kombinaci
determinantt

Zg:l a1, kb1 ZZ:I a1,kbra ... 22:1 a1,kbr,n biyi b2 oo brn
Dope1 G2 kber Yo jaakbee ... D a2kbrn bky1 bky2 .. byn
det(AB) = . . L= Z A1,k 02 kg - - - On Ky,

n : n : n ' ki,k2,....kn b ' b : b '
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Budou-li v determinantu dva fadky stejné, bude nulovy, staci tedy sumovat jen pfes permutace (i) = k;. Potom muzeme
prohézet fadky tak, aby v kazdém clenu vznikl det B, tim se vytkne z kazdého determinantu znw. To je ale pfesné znaménko,
které potfebujeme k souc¢inlim a1,x, a2, ks - - - Gn,k,, , abychom v nich poznali s¢itance v definici det A. O

7Z této véty vidime, ze det(A™ 1) = ﬁ a opét, ze matice ma nenulovy determinant pravé kdyz ma inverzni matici.
Cramerovo pravidlo je aplikaci determinantu na linearni soustavy rovnic. Pokud Ax = b, pak
aiil ai2 . b1 ailil a2 e Z a1;T;
a1 a2 . bz a1 ao2 . Z az;x;
ant Qn2 ... bn Anl  An2 ... Y. GniT;
det A(n,b)

diky (??) aplikovanému na posledni sloupec. Pak ale z, = , kde A(n,b) je matice, v niz byl n-ty sloupec nahrazen
vektorem pravych stran b. Podobné samoziejmé pro i # n.

Divame-li se na fadky matice 3 x 3 jako na vektory v trojrozmérném prostoru, udéva determinant objem rovnobéznosténu
vytyceného témito vektory, podobné pro fad n > 3. Dukaz je zadan jako cviceni. Pokud se na matici B divame jako na n sloupcovych
vektoru a na A jako na linedrni zobrazeni téchto vektort, jehoz vysledkem jsou sloupce matice AB, pak det(AB) = det Adet B
znamena, ze pravé zobrazeni s jednotkovym determinantem zachovavaji objem rovnobéznosténu vytyceného sloupci A. To ma
aplikace pfi vicerozmérné integraci, coz neni nic jiného nez scitani infinitezimélnich objemu. Podobné nézorné vidime, ze matice
s determinantem nula rovnobéznostén ”splacnou”.

det A



