Gaussova eliminace a feSeni soustav linearnich rovnic

Uvazujme soustavu tii rovnic o tfech neznamych
r+2y+z=4
(1) 3r+2y—22=3
2¢ + 5y — bz =2
mnohem piehlednéjsi metodu v8ak nalezneme, kdyz si polozime néasledujici otazku: jaké jiné soustavy maji stejné feSeni? Téch je
jisté mnoho, ale dvé tfidy takovych soustav se pfimo nabizeji. Muzeme jisté libovolnou rovnici v soustavé prendsobit nenulovym
&islem a trojice (o, Yo, 20) bude fesenim napiiklad soustavy
2r +4y+22=28
(2) 3r+2y—22=3
20 +5y — 52 =2
pravé tehdy, byla-li feSenim soustavy (1). Druhou jednoduchou tpravou je pficteni libovolné rovnice ke zvolené rovnici, ¢imz
vznikne napf.
r+2y+z=4
(3) dr+4y—2=17,
2c+ 5y —bz=2
kde jsme pficetli prvni rovnici ke druhé. Opét je libovolnd trojice ¢isel feSenim soustavy (1), pravé kdyz je FeSenim (3). Posledni
ingredienci lahudky zvané Gaussova eliminace je potom pozorovani, ze soustavy typu

=25
(4) y=3
z=2

se Fesi zvlast jednoduse ;-).
Byva zvykem zavést zjednoduSenou notaci pomoci matice soustavy. Misto (1) piseme

1 2 14

(5) 3 2 —-2(3 |,
2 5 =512

¢imz jsme se zbavili veSkerého balastu plusi, rovnitek a proménnych, které bychom pf#i ipravach jen opisovali. Povolime si pouze

dva typy uprav matice, nasobeni fadku nenulovym ¢islem a pficteni fadku nebo jeho nasobku k jinému fadku, pifipadné jesté

prohozeni dvou fadku mezi sebou. Témito ekvivalentnimi upravami se pokusime pfevést soustavu na tvar
1 0 0]a

(6) 01 0|b |,
0 0 1]|c

ktery odpovida soustavé (4) a z néjz ihned vidime, ze trojice (a, b, ¢) je FeSenim této a tedy i puvodni soustavy.

Potfebujeme takové upravy, po nichz budou pfed svislou ¢arou pfibyvat nuly. Je zfejmé, ze muzeme (—3)-nasobek prvniho
fadku pficist ke druhému fadku a ziskat tak nulu v druhé polozce prvniho sloupce. Podobné pfi¢teni (—2)-ndsobku prvniho fadku

ke tfetimu da nulu ve tfeti polozce prvniho sloupce:
1 2 114 1 2 1 4 1 2 1 4
(7) 3 2 23|~ 0 -4 -5|-9 )~ 0 —4 -5|-9 ).
2 2 5 -5 2 0 1 —-7| -6

2 5 =5

Vynulovali jsme prvni sloupec. Nyni stejny postup aplikujeme na druhy a tfeti fadek, abychom vynulovali druhy. Abychom se
vyhnuli poéitani se zlomky, prohodime druhy fadek se tfetim.
4 1 2 1 4
-6 |~ 0 1 —-7|-6
—33 0 0 1 1

1 2 1| 4 12 1
(8) 0 1 -7|-6 |~[0 1 =7
-9 0 0 -33

0 —4 -5
Nejprve jsme pficetli ¢tyfnasobek druhého fadku ke tfetimu, poté tfeti fadek vynasobili f%. Tim jsme pfevedli matici soustavy
na horni trojuhelnikovy tvar. Pficteni vhodného nasobku tietiho fadku k prvnimu a druhému prevadi soustavu na

1 2 013
(9) 01 01
0 0 1|1
a pri¢teni (—2)-nasobku druhého Fadku k prvnimu déva
1
1
1
a vidime, ze Fesenim je (1,1,1).

1
(10) 0
0
Timto algoritmem muzeme FeSit libovolné velké soustavy linedrnich rovnic a muzeme ho téz snadno naprogramovat. Pfi
pocitani v ruce byvéa snazsi po dosazeni horniho trojuhelnikového tvaru feseni dopocitat dosazovanim. Prohozeni druhého a
tretiho fadku, které jsme v prubéhu vypoctu provedli, je pifikladem hleddni nejvhodnéjsiho pivota pro dany cyklus Gaussovy
eliminace. Jeho volba muze mit vliv nejen na obtiZznost aritmetickych operaci, ale v pfipadé pocitacového programu téz na velikost
numerické chyby.
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V pfipadé soustavy (1) jsme dospéli k jedinému FesSeni, ale priklad

(1) (21 71]3)~(o o




ukazuje, ze nékdy muze byt feSeni nekoneéné mnoho (z =t,y =t — 2, t € R) a piiklad

(12) (1 113)~(o 0l3)

zase, ze nékdy nemusi existovat zadné. Jak to poznat?
Podivejme se na specialni typy soustav, zvané homogenni. Takové soustavy maji na pravé strané samé nuly. Protoze zadna
ekvivalentni Gprava na tom nemuze nic zménit, prava strana se do matice viubec nepiSe a rovna ¢ara jakbysmet. Soustava s matici

1 -2 0 1 -2 0 1 -2 0
(13) 3 6 2 |~[0 0 2|~[0 0 1].
1 -2 -1 0 0 -1 0 0 0

ma feSeni x = 2t, y = t, z = 0 a dalsi Gpravy ve smyslu Gaussovy eliminace jiz nejsou mozné. Vidime, ze pocet parametru, které
je nutno zavést do feSeni, je roven poctu fadek, které se podaii Gaussovou eliminaci vynulovat. Pokud je tento pocet nulovy, ma
homogenni soustava pouze trividlni Feseni (0,0, 0).

Budiz pravé strana napt. (—1,1,0). Pokud (zp,yp, zp) Fesi soustavu s touto pravou stranou a (xm,ym, zx) fesi homogenni
soustavu, pak

1.(xp —l—a:H) — Q(yp —|—yH) +0.(ZP -I—ZH) =lxzp —2yp+0.2p + lzyg — 2yy + 25 =
=zp—2yp+0.2p+0= -1

a podobné pro druhou a tfeti rovnici soustavy. Tedy i (zp + zu,yp + yu, 2zp + zm) Fesi rovnici s pravou stranou. Napiiklad
(3,2,—1) je jedno z feSeni nehomogenni soustavy, potom (3,2 + ¢,—1 + 2t), pro libovolné ¢t € R je FeSenim téze nehomogenni
soustavy. Plati dokonce, Ze takto lze vyjadfit vSechna feSeni nehomogenni soustavy. Obecné reSeni nehomogenni soustavy je tedy
souctem libovolného partikuldrniho Feseni (zp,yp, zp) a néjakého feseni homogenni soustavy.
Nehomogenni soustavy nemajici feSeni jsou praveé ty, které jsou prevoditelné na
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