Linearni formy

DEFINICE 1.

Linedrni forma je homomorfizmus f : V — T, kde V' je VP nad T.

Trividlni je LF pravé kdyz je to nulova funkce.

Je-li V,, vektorovy prostor koneéné dimenze a M jeho baze, pak (3r; € T)(Vu € Vo) (f(u) = >_7 rizi), kde (z1,...,%n)
jsou soutadnice u vzhledem k M. Tomuto zapisu fikdme analytické vyjadieni LF f vzhledem k M a cislum r; pak
koeficienty analytického vyjddrent, souhrnné je znacime {f}a.

Prostor vech linearnich forem na V' se nazyva dudlni prostor a znac¢i se V'

Béaze M = (f1,..., fn) VP V se nazyva dudlni bdzi k M = (u1,...,un), pravé kdyz Vi,j  fi(u;) = d;;.

Nulovd mnozina LF je W C V takova, ze (Vu € W)(f(u) = 0). Zna&i se Ker f.

POzZNAMKA 1.

(1)
(2)

3)

(4)

Pokud do formy f = > r;xz; dosadime bazovy vektor u; (majici soufadnice (0,...,1,...,0)), pak dostaneme r;. Takto
je tedy mozné ziskat rychle koeficienty analytického vyjadieni.

Koeficienty analytického vyjadfeni { f}as se rovnaji soufadnicim vaéci dudlni bazi { f} ;. Podle pfedchoziho bodu f(u;) =
rj, kde u; € M. Na druhou stranu, pokud piSeme f = > s;f;, kde M = {f1,..., fn}, pak f(u;) = s;. Musi tedy platit
ri = Sj.

Pfejdeme-li od baze M k bazi M’ matici pfechodu A, vime Ze ; = Y ai;x;. Musi platit > ria; = > rics = Y riaia]
pro libovolny vektor se soufadnicemi (1, ..., Z»). a tedy se museji rovnat vSechny koeficienty u z. Souradnice vzhledem
k duélni bazi se tedy transformuji vztahem r; = r;a;; neboli matice pfechodu od M k M’ je (Ail)T. Nékdy se pouziva
pojem kontragredientni matice k A.

Nulovd mnozina LF je ddna v libovolnych soufadnicich jako feSeni soustavy rovnic sestavajici z jediné rovnice > r;z; = 0,
je to tedy VP. Pro trividlni LF je feSenim celé V', pro netrividlni musi byt dimenze prostoru feseni rovna n — 1. Takovym
prostoru se fikd nadroviny. Ke kazdé nadroviné existuje LF, ktera ji ma jako nulovou mnozinu. Navic je tato LF uréena
jednozna¢né az na nasobek.

Priklady linearnich forem:

(1)

Typickou LF na R? je naptiklad f(u) = 21 + 222 — 53. Jeji nulovou mnozinou je ((—2,1,0), (5,0, 1)). Pokud napiseme
do fadkt matice F vektory né&jaké baze R3, pak z FF~! = E plyne, ze vektory dualni baze budou tvofit sloupce inverzni
matice. Pozor, dudlni baze je bazi V, nikoliv V. Je tieba tyto prostory odliSovat a nenechat se zmést tim, Ze ve specialnim
piipadé R® je mizeme snadno ztotoznit!

Zobrazeni f;, které vektoru pfifadi i-tou soufadnici vzhledem k M, je také LF. Pravé tyto f; tvoii dudlni bazi k M.
Na prostoru konvergentnich posloupnosti je zobrazeni lim (limita posloupnosti) LF.

Na prostorech funkci existuje mnoho linearnich forem, napt f — f(a), kterd pfifadi funkei jeji hodnotu ve zvoleném
bodé, nebo f — f'(a) a samoziejmé i vyssi derivace & jejich linedrni kombinace. Samostatnou kapitolou jsou linedrni
formy tvaru f — fab f(@)p(x)dx, které mohou odpovidat naptiklad pfifazeni elektrostatického potencidlu v daném bodé
néjaké nabojové hustoté v prostoru. Linedrnim formam na prostorech funkci se obvykle fika distribuce.

DEFINICE 2. Bud ¢ endomorfizmus V. Dudinim endomorfizmem k ¢ nazgyvdme zobrazeni @ : VoV definované predpisem
(@) = flp(u)).

Jestlize tedy zaddme ¢ v soufadnicich jako y; = > aijz;, kde A je matice homomorfizmu vzhledem k M, a ozna¢ime B matici
@ vzhledem k M (s; = 3 bi;7;), pak podle definice musi byt 2 (00, bijri)zi =32, mi(X; aijz;) a tedy B = AT,

Vidime, ze ke kazdému objektu prostoru V mame objekt dudlni - k bidzi mame dudlni bazi, k endomorfizmu dudlni endomor-
fizmus. Jednorozmérné podprostory ve 1% je mozné chapat jako dual k nadrovindm ve V. Podobné libovolnému n — k-rozmérnému

prostoru

W C V je mozné jendoznacné piifadit k£ rozmérny prostor linearnich forem, jimz je W spole¢nou nulovou mnozinou.

Mezi konecné rozmérnymi V' a V existuje izomorfizmus, napfiklad ten, ktery bazovému vektoru u; pfifadi f; z dualni baze. Tento

izomorfizmus je ale spjat s volbou baze. Naproti tomu mezi dvojitym dudlem V a prostorem V existuje izomorfizmus definovany

vztahem X — z & X(f) = f(x), ktery nezavisi na volbé baze, je tzv. pfirozeny a uddva nam ztotoznéni Valv.



