Linearni zobrazeni

DEFINICE 1. Zobrazeni f:V — V' je homomorfizmus (=linearni zobrazeni), pokud f(u + v) = f(u) + f(v), f(ru) = rf(u).
e monomorfizmus - prosty(injektivni) homomorfizmus.

epimorfizmus - homomorfizmus na V' (surjektivni).

izomorfizmus - mono + epi

jadro - Ker f = {u € V|f(u) = 0}. Mono = Ker f = 0.

obraz-Imf={v eV |FueVf(u)=v}. Epi=Imf=V"

hodnost homomorfizmu - h(f) = dimIm f.

endomorfizmus - f : V — V &ili Dom(f) = Rng(f) = V.

automorfizmus - endo + izo

identita - 1y : V — V, 1y (u) = u. Je to automorfizmus.

inverzni homomorfizmus - f~*: V' =V, f~! o f = 1y. Existuje pravé kdyz f izo.

PRIKLAD 1. Neékolik ptikladi homomorfizmu
e y=Az,z €T, yeT™, AE Mu,(T).
— mono < sloupce A LN.
— epi < sloupce A generuji celé T™.
— izo & m = h(A) = n - tedy i auto.
— jadro Ker f = Ker A a obraz Im f = Im A.
— identita - jednotkova matice, sklddéani homomorfizmu - nésobeni matic, inverzni homomorfizmus - inverzni matice

oV =T3V =12 Py : (a1,a2,a3) — (a1,az2). Toto zobrazeni se vyznacuje vlastnosti P(Zx’y) = P(;,y), tzn. je to
projekce. Obecnéji zobrazeni V na podprostor V' dané n&jakym geometrickym primétem.

e Inkluze 7" C T™, n < m definuje monomorfizmus i : (z1,...,2n) — (Z1,...,2Zn,0...,0).

o V=T"V' =T, az,as,...a, € T". Zobrazeni f : x — det[z, az, as, . ...as)], kde [...] znagi matici n x n, jejiz fadky jsou
tvofeny vektory uvnitf zévorek, je epimorfizmus. Ker f = (as, ..., an), pokud a; jsou LN a celé V pokud LZ.

e V = { mnozina viech konvergentnich posloupnosti }, V' = R. lim : V — R je epimorfizmus.

e V=R,+),V =R"®0),kdeu®v=uvar®u=u", pak exp : u — €“ je izomorfizmus a exp ' = In.

o V=C(-00,00), V'=R. E, : f — f(a) je epi.

e V=C%(a,b)=V', D™ f — f™ je epi a jeho jadrem je mnozina polynomt stupné mesiho nez n.

e V=L(ab), V' =R, Iap:f— fab f(z)dz je epi.

Zejména na nekoneénédimenzionalnich VP se linearni zobrazeni tituluji téz slovem operdtor. Naopak pojem homomorfizmu
byva pouzivan v fadé jinych algebraickych struktur pro zobrazeni, zachovavajici podstatné rysy téchto struktur.
VETA 0.1. Bud’ M bdze V a F : M — V' néjaké zobrazeni. Pak
(1) Emistuje jeding homomorfizmus f : V — V', ze f]M = F.
(2) f je izo, prdvé kdy# je F(M) bdze V'.
Toto tvrzeni fika, ze homomorfizmus f je uren svymi hodnotami na libovolné zvolené bézi {u;}. Jeho hodnotu na u =3, ru;
dodefinujeme jako f(u) =", r:F(u:) a zbyva jen ovéfit jednoznacnost.

VETA 0.2. Bud f:V — V.
(1) Je-li W dopinék Ker f ve V, pak f|W je mono.
(2) Im f = f(W)
(3) dim Kerf + dimIm f = n, pokud dimV = n.
Pokud dim V' = n, definuje libovolna baze M = {ua,...,un} izomorfizmus f : V — T", f(>"rius) = (ri,...,mn). Cislam r;
se fikd souradnice u vzhledem k bazi M, zna&ime {u} s a podle zvolené konvence je piSeme jako Fadkové vektory. Odtud je jasné,
ze dva kone¢nérozmérné VP jsou izomorfni, pravé kdyz se rovnaji jejich dimenze.

Pokud chceme poéitat s homomorfizmem f : V — V' konkrétné, nezbyva nez zvolit ve V bazi M, ve V' bazi M’ a vyjadiovat
vektory v odpovidajicich soufadnicich. Homomorfizmus pak bude vyjddfen tzv. matici homomorfizmu a;; = (f(u;))i, tedy plati

{f(w)}nr = {u}ar. AT
Dosadime-li za u postupné vektory baze M, dostdvdme napravo soutiny (0,...,0,1,0,.. .,0).AT, coz jsou jednotlivé sloupce
matice A(Fadky AT). Podle levé strany v i-tém sloupci tedy jsou soufadnice f(u;) vzhledem k bazi M’. V indexech miizeme
psat yf”/ = aijxé\/[, kde a:;” jsou soufadnice v vzhledem k M a y,M/ soufadnice f(u) vzhledem k M’. Pfifazeni f — A je vlastné
zobrazenim Hom(V, V') — T™"™ vektorového prostoru homomorfizmi do vektorového prostoru matic.

Pokud zvolime jiné baze N misto M a N’ misto M’, matice homomorfizmu se zméni. Tato zména je zakédovana v matici
prechodu A od M k N, resp. od M’ k N’ ktera spliuje zM = > aijzy, kde 2} a x} jsou soufadnice jednoho libovolného vektoru
u vuci dvéma ruznym bazim. Plati tedy

{u}]u = {U}N.AT.
Matice pfechodu od N k M je A71.
) Oznaéme tedy A matici pfechodu od M k N, B matici homomorfizmu f vzhledem k M a M’ a C matici pfechodu od M’ k
N'.
y = (C iy = (€ )iBaai! = (C71)i Bix Aual',
takze matice homomorfizmu vzhledem k N a N’ je C"*BA. Casto f je endo a M = M’, N = N’. tehdy matice f vzhledem k N
je D= A"'BA, kde B je matice f vzhledem k M.

Matice D a B spjaté takovouto relaci pro néjakou regularni A se nazyvaji podobné. Vzhledem k tomu, ze vyjadiuji tyz
homomorfizmus, jen v ruznych bazich, otekdvame, ze se fada jejich vlastnosti bude ”podobat”. Napf. se rovnaji hodnosti, diky
vété o soucinu determinantt det A™' BA = det A™* det B det A = det B. Obecné uvazujme vyraz det(B — \E), kde E je jednotkova



matice a A je ¢islo. Z definice determinantu vidime, Ze je to polynom stupné n. kde n je rozmér matice B, nazyvany charakteristicky
polynom matice B. Tento polynom je také invariantni vuci podobnostni transformaci, tedy i vSechny jeho koeficienty a kofeny

jsou invariantni.



