Matice
Matice A = (ai;) typu (m,n) nad télesem T je tabulka
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kde a;; € T. Matice typu (m,n) tvoii vektorovy prostor My,,(T") vzhledem k néasobeni &islem rA = (ra;;) a sCitdani A + B =
(aij + bij). Obé operace se provadéji po slozkidch a My, je tedy totéz jako aritmeticky VP T™ ™. Diagondla matice jsou prvky
aii, Ctvercovd matice mé m = n a diagondlni matice je Ctvercova, kterda ma mimo diagonalu nuly. Jednotkovd matice E méa na
diagonale samé jednotky a jinde nuly. PiSe se pro ni téz symbol §;;, Kroneckerovo delta.

Matice lze nasobit metodou ”fadek krat sloupec”. Pro matice typu (2,2) to vypadé takto:
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a obecné je na policku ij soucinu hodnota ), airbi;. Takovy soucin je tedy definovan jen pokud A ma tolik sloupcu, kolik B
radek, navic neni komutativni AB # BA. To je ale pfiznivé pro reprezentovani algebraickych struktur pomoci matic. Komplexni
¢islo a + ib muzeme reprezentovat redlnou matici

Aany=( 4 V),

pro niz bude platit A(a,b)A(c,d) = A(ac — bd, ad + bc), takze soucin v maticové reprezentaci dava stejny vysledek jako normélni
nésobeni komplexnich ¢isel (a+ib)(c+1id) = (ac—bd) +i(ad+ bc). Podobné kvaternion a+ib+ jc+ kd lze reprezentovat komplexni

matici
. a+ib c+id
A(a,b,c,d)-( —c+id a—ib)'

Dvé takovéto matice uz nekomutuji, stejné jako obecné nekomutuji dva kvaterniony.

Mnozina ¢tvercovych matic My, (T') se s€itdnim a nasobenim spliiuje viechny axiomy télesa az na existenci inverznich prvku
k nasobeni. Je to tedy okruh.

Specialni pfipad maticového nasobeni je y = Az, kde A € My (T), © € Mp1(T) = T™. Vysledek y je opét v M1 (T) = T",
navic A(z1 +2x2) = Az1 + Az a A(rz1) = r(Az1), takze ndsobeni matici A definuje linedrni zobrazeni z 7" do T". Jadrem Ker A
tohoto zobrazeni jsou vSechny vektory z, pro néz Az = 0, tedy ty, které fesi homogenni rovnici s matici A. Obrazem Im A jsou
vSechny vektory y = Ax. Jadro i obraz jsou vektorové podprostory T". Navic plati

VETA 0.1. dimKer A +dimImA =n

DUkAz. Béze Ker A necht je (v1,...,vx), bdze Im A budiz (w1, . .., w;). Existuji (v1,. .., v]) takové, ze Av; = w;. Pro libovolny
vektor v miizeme Av jednozna¢né zapsat jako >, Mjw;. Protoze ale A(v—23, Ajv;) = 0, patii zavorka do Ker A a da se jednoznacné
napsat jako Y., hivi. Tedy v =Y Aivi + Y Ajv;, rozpis je jednoznaény a v; s v; dohromady tvoii bézi, k + 1 = n. O

Cislo dimIm A se nazyva hodnost h(A) matice A a je rovno dimenzi linedrniho obalu sloupcti matice A, nebot y = Ax neni
nic jiného nez linedrni kombinace sloupct matice A s koeficienty (x;).

Transponovand matice k A = (a;;) je matice AT = (aj;). Jejimi fadky jsou sloupce plivodni matice a naopak.

VETA 0.2. h(A) = h(AT)

DOKAZ. Oznaéme h,-(A) = h(AT) dimenzi linearniho obalu fadkd matice A a hs(A) = h(A) dimenzi linedrniho obalu sloupci.
Ukazeme, ze hr(A) = hs(A). Pokud je matice ¢tvercova a sloupce i fadky jsou linedrné nezdvislé, jsme hotovi. Pokud ne, lze vybrat
fadek ¢i sloupec, ktery je linearni kombinaci ostatnich fadk, resp. sloupcii. Oznaéme A’ matici vzniklou vynechanim tohoto napi.
sloupce. Pak zfejmé hs(A) = hs(A’), ale té% h.(A) = h.(A") (cviteni). Postupnym vynechdvanim zdvislych fadki a sloupct
nakonec dostaneme ¢tvercovou matici s linearné nezavislymi fadky i sloupci a se stejnou h, i hs jako méla A. O

Transpozice soucinu matic je (AB)T = (3 aibr;)™ = (O ajrbri) = BT AT.
VETA 0.3. h(AB) < min(h(A), h(B))
DUKAz. i-ty fadkovy vektor C' = AB je linedrni kombinaci c;x = ) airbrs Fadkovych vektoru B s koeficienty danymi i-tym

faddkem A. Tedy linearni obal fadka C' je podprostorem lin. obalu fadkdt B a h(C) < h(B). Analogicky, z CT = BT A” plyne
h(CT) < h(AT). O

Jak vidno, nasobeni matic AB je vlastné délanim linearnich kombinaci fadka B, ¢i naopak sloupcu A. Délanim urcitych
linearnich kombinaci jsou ale i elementarni tpravy.
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je tedy reprezentaci nasobeni 2. fadku ¢islem pomoci maticového nasobeni a
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reprezentuje pficitani ke 2.fadku linearni kombinace ostatnich radka.

Kazdou matici 1ze fddkovymi tpravami pievést na Gaussovu matici, tj. takovou, kterd mé jedni¢ky na pozicich a;;;, kde
1< <i2<...<ix <n anuly vSude "pod” tim, tj. na a;j, j > k (nulové fadky) a ¢ < 4; (nuly v Fadcich pfed jednickami).
Zavadi se i pojem Jordanova matice, to je Gaussova, kterd ma v i;-tych sloupcich kromé a;;; uz samé nuly. Opét Ize na ni pievést
libovolnou matici. Specidlné vidime, ze matici typu (n, n) lze Gaussovou eliminaci pfevést na jednotkovou matici tehdy a jen tehdy,
ma-li hodnost n. Takovy pievod se d4 pomoci maticového ndsobeni zapsat M1Ms ... M,A = E, kde M; jsou matice typu (?7?)
nebo (??). Soucin M = M ... M, mé vlastnost MA = E a nese tedy pravem jméno inverzni matice a oznateni A~'. Zaroveii
tato definice dava nejcastéjsi postup vypoctu, pii némz se vedle sebe napisi matice A a jednotkovd E a na obé se provadéji tytéz
radkové upravy, az vznikne vlevo M A = FE a vpravo M E = M, tedy inverzni matice. Pfiklad:
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U matic 2 x 2 je lepsi si pamatovat, Ze inverzni matice
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vznikne prohozenim prvki na diagonéle, ominuskovanim prvkia mimo diagondlu a vydélenim determinantem matice ad — be. Néco

podobného plati i pro matice vétsich rozmeéru, ale vypocet uz je pracnéjsi nez metodou Gaussovy eliminace.
Matice, které maji inverzni matici (tj. maji maximalni hodnost), se nazyvaji requldrni, ostatni jsou singuldrni.



