Vektorové prostory

DEFINICE 1. Teéleso (T, +,.) spliuje:
S1: (F0)(Va),a+0=04+a=a

$2: (Va)(3(-a)),a+ (—a) = 0
S3: (Va,b,c),(a+b)+c=a+ (b+c)
SK: (Va,b),a+b=b+a
N1: (31)(Va),a.l =l.a=a
N2: (Va#0)(3a H,aat=ata=1
N3: (Va,b,c), (a.b).c = a.(b.c)
NK: (Va,b),a.b=b.a
D1: (Va,b,c),a.(b+c¢) =ab+a.c
D2: (Va,b,c),(b+c¢).a=b.a+ca

Axiomy S1, S2 a S3 fikaji, ze jde o grupu vuéi s¢itdni, axiom SK, Ze je to grupa komutativni. Totéz N1,N2,N3 a NK

vuci nasobeni. D1 a D2 jsou distributivni zakony, které obé operace svazuji. Charakteristika télesa je pocet jednicek v soucétu
14+14...41=0. Pokud zadny soucet jednicek v télese neda nulu, definuje se char T = 0.

) (Q,+,.): raciondlni ¢isla s obvyklym séitdnim a ndsobenim.

) (R,+,.): redlnd ¢isla s obvyklymi operacemi

) (C,+,.): komplexni &isla. Objevuje se unarni operace *, komplexni sdruzeni

4) H: kvaterniony. Téleso se 3 imaginarnimi jednotkami i> = j? = k? = —1, které se nasobi podle pravidla ij = —ji = k

(+ cyklickd zdména). V H ale neplati axiom NK, je to tedy nekomutativni téleso. Kvaterniony se hodi k popisu rotaci
ve 3-rozmérném prostoru.

(5) O: oktoniony. Téleso se 7 imagindrnimi jednotkami. NaruSena asociativita ndsobeni. Lze pokracovat dal po mocnindch
dvojky, ale uz sedeniony obsahuji délitele nuly, tedy nenulova a,b mohou dat a.b = 0. Seriézni role v matematice se
zatim pfipisuje pouze prvnim &tyfem R, C,H a Q.

) N neni téleso. Napf. neexistuji inverzni prvky ke s¢itani.

) Z neni téleso. Neexistuji inverzni prvky k nasobeni.

) Zp, mnozina zbytkovych t¥id po déleni p. Je télesem, pouze kdyZz p je prvoéislo. Charakteristika je p.

) GF(p"), tzv. Galoisova télesa, p prvocislo. Pro n =1 je to Zp, pro n > 1 je to mnozina polynomu stupné mensiho nez
n s koeficienty v Z,, které se s¢itaji a nasobi modulo néjaky polynom f stupné n, tedy je tfeba a + b, resp ab vydélit f
a souctem ¢i sou¢inem je zbytek po déleni. Polynom f musi byt ireducibilni, tj. nesmi jit zapsat jako souéin polynomu
niz§iho stupné. Jind konectna télesa neexistuji. Vidime, ze charakteristika télesa je bud 0, nebo prvocislo.

DEFINICE 2. Vektorovy prostor (V,+,.) nad télesem T splituje:

KG: (V,4) je komutativni grupa.

NJ: Or.v =0y, (-1)r.v=—v

D1: A(p.v) = (Ap)w

D2: A(u+v)=Au+ Ao

D3: A+ p)v=Av+pwv

Zde vzdy A\, u € T, u,v € V. Axiom NJ fikd, ze nasobeni nulou z télesa je nulovy vektor z vektorového prostoru a ze nasobeni

(-1) je totéz jako inverze ke s¢itani. D1,D2 a D3 jsou distributivni zdkony svazujici s¢itdni a ndsobeni v T" se s¢itdnim ve V a s
nasobenim prvku V prvky z T'.

PRIKLAD 2.
(1) R je VP sdm nad sebou.
(2) R™ je prostor uspofadanych n-tic prvku z R. Dimenze takového prostoru je m, zhruba je to pocet nezavislych sméru
uvniti prostoru (vyska, sitka, délka). Brzo upfesnime. Prostor uspofddanych n-tic muzeme sformovat nad libovolnym
télesem, nékdy se nazyva aritmeticky vektorovy prostor.

) C je vektorovy prostor jak nad C, tak nad R. V prvnim pfipadé dimenze 1, v druhém dimenze 2.

) C*,H",0",... jsou véechno vektorové prostory nad R dimenze 2n,4n, 8n, .. ..

) Prostor polynomu stupné n neni VP, polynomy stupné nejvyse n uz VP dimenze n + 1 tvofi.

) Mnozina v8ech funkci na mnoziné s hodnotami v R je vektorovy prostor nekone¢né dimenze. Podobné mnozina spojitych
funkci na uzavieném intervalu.

) Mnozina vSech nekoneénych posloupnosti i mnozina vech konvergentnich posloupnosti jsou VP nekoneéné dimenze.

) Mnozina vsech periodickych funkci neni VP, vSech periodickych funkci s racionalni periodou ano.

) Mnozina v8ech funkei na (0,1), f(0) = f(1) = 0.

(10) R je VP inad Q.

(11) R" je vektorovym prostorem nad R, zavedeme-li "s¢itani” u @ v = uv a "nasobeni realnym &islem” r ® u = u”.

(12) Mnozina feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic.

(13) Mnozina Feseni homogenni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic.

(14) Mnozina v8ech magickych Etvercu.

Podmnozina W C V uzaviend na s¢itdni mezi sebou a nasobeni prvkem z 7' se nazyva podprostor. Napf. mnozina feSeni

homogenni soustavy je podprostorem aritmetického vektorového prostoru R", kde n je pocet nezndmych.

DEFINICE 3. Linedrni kombinace vektoru uq,us,...un, € V je koneény souet u = riui + reug + ... + rpuy, kde r; € T.

Mnozina vSech linedrnich kombinaci mnoziny M (i nekonecné) se nazyva linedrni obal M a znaci (M).

LK je trividlni, préavé kdyz jsou vsechna r; = 0. Vektory jsou linedrné zdvislé, pokud existuje netrividlni linedrni kombinace,

ktera dava nulovy vektor.



PRrIKLAD 3. Uvazujme vektory z T", zapiSme si je do matice jako fadky a upravujme Gaussovou eliminaci, napt.

1 -2 0 1 -2 0 1 -2 0
(1) 3 6 2 |~[0 0 2|~[0 0 1].
1 -2 -1 0 0 -1 0 0 0

Plati, ze elementarni transformace pfevadi LN mnozinu vektoru opét na LN mnozinu, a LZ na LZ. Posledni mnozina je evidentné
linearné zavisla, protoze linedrni kombinace 0.(1,—2,0) + 0.(0,0,1) + 1.(0,0,0) = (0,0,0) je netrividlni. Tedy i puvodni mnozina
vektoru je LZ. Gaussova eliminace je tedy efektivni metodou detekce linedrni zavislosti mnoziny vektoru. Zpétnym rozborem
provedenych Gprav mizeme navic najit netrivialni lin. kombinaci, ktera nuluje piivodni mnozinu vektora. Oznacime-li vektory v
prubéhu vypoctu systémem (Fadek)rror, pak

0=(3)3=2.(3)2+(2)2 =2.(3)1 — (1)1) + ((2)1 +3.(1)1) = (1)1 + (2)1 + 2.3
je hledana linearni kombinace. Jinou metodou je vyjit pifimo z puvodni mnoziny vektoru a pokladat r; za neznamé homogenni

soustavy rovnic
(0,0,0) = r1.(1,—2,0) 4+ r2.(—3,6,2) + r3.(1, -2, —1).

1 -3 1
-2 6 -2
0 2 -1

Takova matice se oznacuje jako transponovand matice k matici puvodni jez mé vektory v fadcich.

Ta mé matici

DEFINICE 4. Podmnozina M C V generuje V, pokud (M) = V. Je-li M navic LN, pak se nazyva bdzi V.
VETA 0.1. Necht M = {u1,...,un} je bdze V. Pak kaZdy vektor u € V lze jednoznacné zapsat jako LK u =" riu;.
VETA 0.2. Pokud ve V existuje koneénd mnoZina generdtoru, pak lze z kaZdé mnoZiny generdtoru V vybrat konecénou bazi.

VETA 0.3 (Steinitz). Bud {ua,...,un} mnoZina generdtori V a {vi,...,vx} LN mnoZina. Pak k < n a p7i vhodném ocislovdni
je {vi,..., Vg, Ukt1,. .., Un} MmnoZinou generdtory V.

Steinitzova véta fik4, ze kazdé dvé baze maji stejny pocet prvku. ?”DEl4” to tak, ze vklada do mnoziny {u;} postupné vektory
z {v; }, aniz by se zménil linedrn{ obal. Umoziuje definovat dimenzi VP jako pocet prvki baze. Jejim dusledkem je duélni tvrzeni
k véte 0.2:

VETA 0.4. Je-li {v1,...,v;} LN podmnoZina prostoru V dimenze n. Pak lze doplnit tuto mnoZinu n— k vektory {viy1,...,vn}
na bdzi V.

Necht W, W’ C V. Jejich spojeni W VW' je linearni obal sjednoceni (W U W’). Vhodnou volbou bézi zi¢astnénych prostort
lze dokazat vzorecek
(2) dmW VW +dimWNW' =dimW + dim W',
staéi zac¢it s bazi W N W’ a doplnit ji na bazi W a na bazi W’. Pokud W N W’ = 0, piseme ¢ misto V a mluvime o direktnim
souctu . Plati, ze prvky spojeni jsou pravé vektory, zapsatelné jako u 4+ v, u € W, v € W’. Je-li spojeni direktnim souctem, jsou u
a v uréeny jednoznaéné. Jsou-li M a M’ baze W a W', WNW' =0, pak M U M’ je bAze W & W'.

Dimenzi linedrniho obalu mnoziny vektoru lze opét zjistit Gaussovou eliminaci. Elementarni transformace zachovavaji linearni
obal, takze vypocet 1 ukazuje, ze mnoziny {(1,-2,0),(-3,6,2),(1,—2 — 1)} a {(1,-2,0),(0,0,2),(0,0,0)} maji stejny linearni
obal. Prvni dva vektory v druhé trojici jsou evidentné jeho bazi, takze dimenze je 2.

Podobné vzorecek 2 ma nejcastéjsi uziti v uréeni dimenze priniku, kdy Gaussovou eliminaci ur¢ime linedrni obaly mnozin M
a M’, které mame zadany jako generujici pro W a W', a mnoziny M U M’, ktera generuje W v W'.



